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摘要

根据 Qi Jin 证明的超越数判定定理，可以证明无限循环小数都是超越数，从而也是无理数。
所以无限循环小数不是有理数。把循环小数当成有理数是一个逻辑错误。0.(9) 这个无限循环小数
与 1 是两个不同的数，尽管二者的差距趋于 0。
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1 定义:

• 有理数就是分数，其中分子分母的素数因子个数有限，每个因子的幂次也必须有限。
• 不是有理数的数就是无理数，例如

√
2 与 π。

• 超越数是不满足任何非零整系数多项式方程的数，即非代数数，例如 π。
• 所有有理数都是代数数，所以超越数都不是有理数。
• 所有超越数都是无理数。
三者关系如下图所示：

图 1: 数的关系
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2 相等与约等

看如下两个数：

α = 0.9̇ = 0.9999 . . . =

∞∑
n=1

9

10n
≈ 1,

β =
∞∑

n=1

1

2n
=

1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · · ≈ 1.

α 与 β 相等么？是同一个数么？逻辑表明，α 与 β 约等而不相等，α 与 β 是两个不同的
数，而且都是超越数和无理数，不是有理数。证明如下（N 为最大自然数）：
用公分母 10N 对 α 通分求和可得：

α =

∞∑
n=1

9

10n
= 9

N∑
n=1

1

10n
= 9

10N−1 + 10N−2 + · · ·+ 100 + 10 + 1

10N
.

分子是奇数，个位数为 1，没有因子 2 和 5。分母只有因子 2 和 5，所以分母中的 2N 消
不掉。根据 Qi Jin 证明的超越数判定定理 [1]，当不可约分数分子或分母的某个因子的幂次趋
于无穷时，这个分数就是超越数。这里 N 趋于无穷，所以 α 是超越数和无理数，不是有理数。
故而 α 与 1 是两个不同的数，只是他们的距离趋于 0。
同样的方法用于 β，用公分母 2N 通分求和可得：

β =
∞∑

n=1

1

2n

=
N∑

n=1

1

2n

=
1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2N−1
+

1

2N

=
2N−1 + 2N−2 + · · ·+ 4 + 2 + 1

2N
.

β 的分子是奇数，分母中的 2N 消不掉。根据 Qi Jin 证明的超越数判定定理 [1]，β 是超
越数和无理数，不是有理数。两个不可约分数，只要分子或分母中有一个因子不同，二者就不
会相等。α 的分母中有因子 5，β 没有因子 5，所以 α 与 β 是两个不同的数，两个不同的超越
数，也是两个不同的无理数，都不是有理数，尽管他们的值都趋于 1。

3 逻辑错误

为什么会把循环小数，比如 0.9̇，当成有理数？因为在算术计算中，把约等当成了相等，可
以忽略无穷小量。但在研究有理数无理数超越数等问题时，是不能忽略无穷小量的。
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看 0.3̇5̇ 与 35/99 这两个数，0.3̇5̇ 实际是一个无穷等比数列求和，首项为 0.35，公比为
1/100，可得：

0.3̇5̇ = 0.35
1−

(
1

100

)N
1− 1

100

.

因为 N 无穷大，
(

1
100

)N → 0。忽略掉
(

1
100

)N 后，可得：
0.35

1−
(

1
100

)N
1− 1

100

= 0.35
1
99
100

=
35

99
.

0.3̇5̇ 与 35
99
这两个数是约等，而不是相等。在判断是不是有理数的时候，直接用了这个约

等的结果，把约等当成相等处理，从而得到循环小数是有理数的谬论。不论什么理论框架，循
环小数都是超越数，是无理数，不是有理数，这个是逻辑决定的，不是理论流派可以选择的。
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